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Randwertprobleme ftit- gewijhnliche Differentialgleichungen 
in konvexen Teilmengen eines Banachraumes 
1. FomvxImtx~ DES ERGEBNISSES 
Es sei E ein reeller Banachraum mit Xorm / / und Dualraum S” und c‘ eine 
abgeschlossene, koncexue Teilmenge x-on I:‘. I\% betrachten das Randwert- 
problem 
u” = f(t, u, u’), t E LO, 11, 
q,u(O) - p&(o) = ug ) (1) 
q(1) -t /3p’(I) :- u1 
(mit 01~ , /3i ,: 0, 01” $ PO :-- 0, 01~ -+ ,& ;-, 0, 01~ -1 or _.’ 0), und geben Bedin- 
gungen fur f,  C, u,, und u1 an, sodal die Losung von (1) in C verlauft. \Vas die 
Existenz und Einzigkeit der Liisung von (1) anbelangt, treffen wir folgende 
Vereinbarungen: Die Funktion f: [O, I] >: E x E--t E sei stetig und geniige 
der Lipschitzbedingung 
f(t, x, y) -.f(t, ?, y)] <L s - X I $ M i y - y ~ (4 
mit Lipschitzkonstanten I,, .\I ’ 0 derart, daR jede Randwertaufgabc Jer 
Gestalt (1) (mit fest gewshlten q , pi) in jedem beliebigen Banachraum genau 
eine Lijsung u E C”[O, l] besitzt, und zwar sogar dann noch, wenn L durch 
L -t E (c > 0, hinreichend klein) ersetzt wird. Die genaue Gestalt der Xlenge 
D == D(ct, ) p. ) cY1 ) pr) der Paare van Lipschitzkonstanten mit dieser Eigenschaft 
ist uns nicht bekannt; sie enthalt jedoch das (im abgeschlossenen ersten Qua- 
dranten der L-.WEbene gebildete) Innere der Menge derjenigen (L, M), fur 
die die zu (1) gehiirigen sukzessiven Approsimationen konvergieren. I% sei 
bemerkt, da13 daher im Falle a,, 7: oil = I, &, == /Jr :- 0 (Randbedingungen 
erster Art) die 1Iengc {(I,, 0): 0 5: L < n”j- in D enthalten ist. Es kann nun 
folgende \Verallgemeinerung von Theorem 2 aus [2] bewiesen werdcn: 
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SATZ. Es sei C eine abgeschlossene, konvese Teilmenge des Banachraumes E, 
die Funktion f: [0, l] x E x E - E sei stetig, erfiille (2) mit (L, 111) E D und die 
folgende Bedingung: 
.4us t E [0, I], N E C, y  t E, 4 E 1:‘” mit +(x) := znax{+(q): y  6 Cl, 
4(y) == 0 .folgt 4(f(t, s, y)) ;.: 0. (3) 
Dann besitzt, falls noc11 u,, E o&‘, u1 E cl,C gilt, das Problem (1) genau eine Liisung, 
zlnd es ist u(t) E CfzC t E [0, 11. 
Der Beweis dieses Satzes basiert einerseits auf RIethoden aus [2] und 
andererseits auf einer Versch8rfung eines Lemmas aus [3]. An entscheidender 
Stelle wird ein Ergebnis van R. R. Phelps herangezogen. 
2. HILFSMITTEL 
Das soeben erwshnte Ergebnis van Phelps lautet wie folgt: 
LEMMA 1. Es sei K eine abgeschlossene, konvese Teilmenge eines Banach- 
raumes B, 4 E B”, / 4 / := 1, 0 < k < 1, E > 0, N” E K, und es gelte 
sup{~$(s): x E K} < d(z) + E. Dann gibt es $ E Br und x,, E K, soday 
sup~~(x): x E Kj = #(x0), 
l”y -.z’ 0 : c/k 
und 
j 4 -- II, / -: k 
gilt. 
AIit Hilfe dieses Lemmas beweisen wir 
(4) 
(5) 
(6) 
LEMMA 2. Es sei k’ eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge eines 
Banachraumes B, x1 E B mit [ = dist(K, x,)’ > 0, E > 0, C$ E B* mit I+ 1 = 1, 
und es gelte 
sup{+(x): x E K) = inf{+(x): I x - x1 I i: 51. 
Dann gibt es ein +. E B* und x,, E K mit den folgenden Eigenschaften: 
(7) 
l(boi = 1, (8) 
140 - 4 I < E, (9) 
sup{+,(x): x E K} = +o(x,J, (JO) 
/ XI - x0 1 < 5 -+ 6. (11) 
1 dist(K, xl) = inf{i .z - x1 1 : z E K). 
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Beweis. \Vir wtihlen k E (0, I), 17 3’ 0 und z t k’, so&an 
2k < c, 
r/ (q,‘k) -c. E 
und 
/ .T, 2 ) < ‘$ -i- -q 
gilt. Dann ist z =-= xl + (E $- 9) . s mit i s / :< 1, also nach (7) 
sup{#): x E K] < $(X1 $- E . S) < d(z) i- 7. 
04 
il3) 
(14) 
Nach Lemma 1 existieren $ E E” und x0 E K mit den Eigenschaften (4) und (6) 
und 
jx.” -7 I :,I 7l/k. (19 
Bildet man 4” = $/I + 1 (wegen (6) ist $J =# 0), so gilt zungchst (8), und aus (4) 
folgt (10). Aus (13), (14) und (15) folgt 
1 x1 - x0 : -5 / x1 -- * A% / -1. / x() -z j < 5 + E) 
also gilt such (11). Es bleibt (9) zu beweisen. Zungchst ist wegen (6) die 
Ungleichung 0 < j 1 -- j $ j] :;i k erfiillt, und weiter ist 
I bob3 - 4Wl G !(W/l 4 ~1 - $49 t I ~44 - 464 
--; / 1 --- / iJ i/ .!xj +k.;xl <clx!!, 
also gilt (9). 
Bemerkung. Lemma 2 findet sich in [3] mit 45 anstelle von 4 -+- t in (11). 
3. BEWEI~ DES SATZE~ 
Die Voraussetzung (I,, 112) E D liefert die Existenz genau einer LGsung 
u: [0, l] + E van (1). Es bleibt noch u(t) E C fiir t E [0, l] nachzuweisen. Dazu 
betrachten wir wie in [2] den Banachraum i? = E @ [w, versehen mit der 
Maximumnorm, und schreiben mit p = (0, 1) die Elemente von J!? in der Form 
.2  ^+ tp, x G Ii, .$E 52. 
Die Menge (? C i?, definiert durch 
c’ = (X + &J: dist(C, x) < [} 
ist konvex, abgeschlossen und besitzt innere Punkte. Deshalb ist nach dem 
Satz von Hahn-Banach jeder Randpunkt von c Stiitzpunkt einer Hyperebene. 
Wir setzen f  gemal 
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auf [0, l] x C x I? mit Werten in E fort und bemerken, dafl f  stetig ist und 
der Lipschitzbedingung (2) genugt. Weiter geniigt f  wie gezeigt werden soil, 
der folgenden Bedingung (4): 
Wir folgen beim Djachweis van (3) dem Vorgehen in [3]: Zunachst kann 6 als 
Paar (4, a) mit + E E* und 01 E R, a: =6(p) aufgefant werden. Es gilt dann 
fur I = x + <p die Gleichung J(Z) = (b(z) + &Y. TVeiter zeigt man leicht 
2 E at?, 5 = dist(C, X) und O( < 0. 
1st nun 4 = 0, so ist &a) = E . 01 G- $(.? + p) = & -+- OL, also schlienlich 
z 3 0 und &f(t, R, 9)) 3 0. 
1st dagegen 4 # 0, so kann / 4 i = 1 angenommen werden. \Vir unterscheiden 
zwei Falle: 
(A) 1st E = 0, so folgt x E C und &Z) = d(x) > C(p) fur alle q E C, also 
$(x) = max{$(q): q E C}; wir wahlen s, E E, soda13 +(sJ = 1 und 1 < 1 s, 1 < 
1 $ (1 /TZ) gilt, und erhalten 
also 
0 = &y, = 4(y) + “7 = 4(Y + wn), 
4(f (4 x9 Y + WJ) 3 0, 
nach Voraussetzung (3). Hieraus folgt schliel3lich 
Met, f ,  9)) = d(f(4 x> Y>) - l&f I 17 I 
l 
2 --olM I 71 I + d(f (4 x3 Y)) - (b(f (6 x, Y + qn)) 
3 (l/n) ml1 I? I, 
also fur n -+ co die gewiinschte Ungleichung $(f”) > 0. 
(B) 1st 5 f  0, so ist 5 > 0, und es folgt ohne weiteres 01 == 6(p) = -1. 
Damit folgt weiter fur q E C und z mit 1 z - x 1 < E die Ungleichung 
d(q) < I$(x) - 5 < $(z), und wegen dist(C, R(x; 6)) = 0 sogar 
sup{+(q): q E C} = inf{+): I z - x j < [). 
Gemal Lemma 2 gibt es jeweils zu E = l/n einen Punkt X, E E und ein Funk- 
tional &EE* mit I&1=1, I$,-$l<l/n, IX,-xi<[+(l/n) und 
dn(x,) = max{&(q): q E C}, sowie Punkte S, , I, E E mit $(sn) = &(r,J = 1 
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Yoraussetzung (3) liefert &(f(t, s,, , y  -- TX,, - 7,~~)) 2: 0, also ist 
woraus durch Grenziibergang n + co die gewiinschte Ungleichung 
$(J(t, 2, jq) 2 0 folgt. 
Der Rest des Beweises kann nun wie in [2] gefuhrt werden: Nit Hilfe von 
P: i? + i?;, definiert durch 
P(x + &) .T -( &I falls ,x + [p E C, 
: ~- ,y I dist(C, x) ‘p falls x -+ &J $ c’, 
setzen wir { gemal3 J(t, 2, ?;) == j(t, P&3) auf [0, 1] % E :< B fort und 
bemerken, daB fur f  die Lipschitzbedingung (2) gilt; schliefilich setzen wir 
a(.%! + fp) L : 0 falls x + tp E C, 
: -: dist(C, x) ~- 6 falls x + [p f$ C;, 
und (fur 7 ;>, 0) i?,, = {cc - yp: 2 E cl. Aus der Lipschitzstetigkeit von 0 folgt, 
dal3 fur t > 0 die Funktionfi [0, l] ,: e x ,!? + B, definiert durch p(t, 2, y) = 
j(t, ,?, j) - co(S) p, der Lipschitzbedingung 
geniigt. Weiter gilt 
Aus t E [0, I], 17 > 0, 0 ;/- C$ E P, .? E Cn , &.?) = max{&q”): 4’ E Q, 
q(p) = OfoZgt&f’(t, 52, g)) :> 0. (3 
Nun ist fur hinreichend kleines E > 0 das Paar (L + 2~, il2) aus D, und die 
Randwertaufgabe 
11 -I8 = f(t, ii, ti’), 
ao22(0) - /3”iT(O) = 24” , 
cY,q 1) +- (LJil’( I) == u1 
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besitzt genau eine Lijsung ir. \Vir wollen zunschst ti(t) t @ fiir t E [0, l] nach- 
m&en und nehmen das Gegenteil an. Dann gibt es ein minimales 77 > 0 mit 
ii(t) E CT fiir t E [0, l] und ein t, E [0, l] mit ii(t,,) E Zcq . Im Falle t, E (0, 1) 
schlieBt man wie in [2]. Nun sei etwa t, = 0 (im Falle f,, == 1 geht man tihnlich 
vor), also ii(O) E acV, und 0 -fq&“~E* mit J(li(O)) = maxi&?): q E Q. 1st 
01~ I= 0, so folgt zq, = 0 und wegen PO 3, 0 such TV’ = 0. Fiir h(t) =&6(f)) 
gilt dann h(0) > h(t), t E [0, 11, h’(0) =&c’(O)) = 0, also IL”(O) :z 0 im \Yider- 
spruch zu h”(0) =$(f(O, ii(O), 0)) > 0 nach (3). 1st dagegen OL,, ;i- 0, so folgt 
h’(O) < 0, und wegen (1 /a,) ug E C und C C int e,, folgt $(a,) <: x,&ii(O)) im 
Widerspruch zu c&6(0)) - &&z7(0)) = &z+J ,‘; &(ll(O)). 
Urn schlieRlich z?(t) E C zu zeigen, zerlegen wir z?(t) == z:(t) + t(t)p und 
erhalten speziell 
f’(t) = -LI$ -- .21 i 5’ ~, 
a,HO) - PO!?(O) = 0, 
%5(l) + PlE’(1) = 0, 
also wegen (L, M) E D die Gleichung t(t) Y-~ 0. Damit ist 6(t) = a(t) E C fiir 
t E [0, I], und nach Definition von 1 l&t z die Randwertaufgabe (2). Damit ist 
II -= z’, also schliel3lich u(t) E C fiir t E [0, 11 wie behauptet. 
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